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Zad 1. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K = R,C. Póªnorm¡ na X nazywamy funkcj¦
‖ · ‖ : X → [0,∞) tak¡, »e dla ka»dego λ ∈ K i x, y ∈ X zachodzi

‖λx‖ = |λ|‖x‖ oraz ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Pokaza¢, »e N := {x ∈ X : ‖x‖ = 0} jest podprzestrzeni¡ liniow¡ X, a wzór ‖[x]‖ := ‖x‖, gdzie [x]
oznacza warstw¦ elementu x, wyznacza norm¦ na przestrzeni ilorazowej X/N .

Zad 2. Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡. Niech p ≥ 1. Pokaza¢, »e wzór
(∫

Ω
|x|p dx

) 1
p de�niuje

póªnorm¦ na przestrzeni Lp(Ω,Σ, µ) funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze.

Zad 3. Pokaza¢, »e ci¡g Cauchy jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy posiada podci¡g zbie»ny.

Zad 4. Udowodni¢, »e przestrze« ilorazowa Lp(Ω,Σ, µ) := Lp(Ω,Σ, µ)/L0(Ω,Σ, µ), gdzie L0(Ω,Σ, µ)

oznacza zbiór funkcji mierzalnych równych zero µ-prawie wsz¦dzie, wraz z funkcj¡ ‖[x]‖p =
(∫

Ω
|x|p dx

) 1
p

gdzie [x] = x+ L0(Ω,Σ, µ)1 jest przestrzeni¡ unormowan¡ zupeªn¡.

Zad 5. Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzenia z miar¡. Pokaza¢, »e zachodzi równo±¢

inf{K > 0 : |x(t)| ≤ K dla µ-prawie wszystkich t ∈ Ω} = inf
A∈Σ, µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|.

Wspóln¡ warto±¢ oznaczamy przez sup esst∈Ω |x(t)| i nazywamy supremum istotnym funkcji x.

Zad 6. Pokaza¢, »e supremum istotne ‖x‖∞ = sup esst∈Ω |x(t)| jest póªnorm¡ na przestrzeni funkcji
istotnie ograniczonych L∞(Ω,Σ, µ). Udowodni¢, »e wraz z norm¡ indukowan¡ przestrze« ilorazowa
L∞(Ω,Σ, µ) := Lp(Ω,Σ, µ)/L0(Ω,Σ, µ) jest zupeªna.

Zad 7. Wyznaczy¢ odlegªo±¢ wektorów x, y w przestrzeni X, gdzie :

a) X = L∞[−1, 1] x(t) = 1− t y(t) = 1 + t c) X = L2[0, 1] x(t) = t y(t) = t2

b) X = Lπ[0, 1] x(t) =
√
t y(t) = χ[0,1]∩Q d) X = L1[−π, π] x(t) = 1 y(t) = sin t

Zad 8. Zbada¢ w przestrzeni L2[0, 1] zbiezno±¢ ci¡gu {xn}∞n=1, gdzie: a) xn(t) = n
√
t, b) xn(t) = tn.

Zad 9. Sprawdzi¢, czy podzbiór M = {x ∈ L1[0, 1] : x ci¡gªa oraz maxt∈[0,1] |x(t)| < 1} przestrzeni
L1[0, 1] jest otwarty, domkni¦ty lub ograniczony.

Zad 10. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ sko«czon¡. Pokaza¢, »e dla dowolnych 0 < p < q < ∞
zachodz¡ inkluzje

L∞(Ω,Σ, µ) ⊆ Lq(Ω,Σ, µ) ⊆ Lp(Ω,Σ, µ).

Zad 11. Wykaza¢, »e ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ L1(Ω,Σ, µ) zbie»ny do x w L1(Ω,Σ, µ) jest zbie»ny do x wedªug
miary, ale implikacja odwrotna na ogóª nie istnieje.

Zad 12. Niech p ≥ 1. Poda¢ przykªad ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ Lp[0, 1]

a) zbie»nego punktowo do zera, ale niezbie»nego w przestrzeni Lp[0, 1]

b) zbie»nego do zera w przestrzeni Lp[0, 1], ale niezbie»nego punktowo.

1u»ywaj¡c skrótu my±lowego zwyczajowo pisze si¦ (nie±ci±le) [x] = x


